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Abstract
In this paper we present some modifications to the current histogram in
which the length of classes depends on Sturges formula, although Scott’s
and Freedman-Diaconis’,are also utilized. The propossed histogram is
drawn from the deciles of the dataset used. It has analytic, intuitive, and
visual advantages over the formers. We illustrate this histogram using the
Medellin 2009-Male-Half-Marathon data.
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Resumen

Presentamos algunas modificaciones al histograma comtn cuyo nimero de
intervalos de clase se halla de acuerdo con la férmula de Sturges, aunque
también son muy utilizadas las de Scott y Freedman-Diaconis, las cuales
también se muestran. El histograma propuesto estd basado en los deciles
de la muestra de datos con que se cuenta, éste tiene ventajas analiticas,
intuitivas y visuales que lo hacen méas potente para representar el conjunto
de datos. Para hacer las comparaciones, se hace una ilustracién utilizando
los tiempos de la Media Maraton de Medellin 2009, medidos con un chip.
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1. Introduccion

El histograma es el grafico mas popular que utilizan no sélo los estadisti-
cos sino también el publico en general para visualizar un conjunto de datos.
Un histograma es un gréafico de frencuencias tabuladas representadas en barras,
muestra la proporcién de datos que caen dentro de cada una de varias categorias,
es una forma de acumulacién en barras. Las clases usualmente son especificadas
en forma de intervalos adyacentes que no se intersectan. Las categorias o barras
generalmente son del mismo ancho, aunque no necesariamente.

Esta clase de grafico es realmente una aproximacién visual de la densidad de
los datos, realmente es una estimacién de la densidad de la poblacién de la cual
provienen los datos. El drea total del histograma se normaliza en 1. Si la longi-
tud de los intervalos sobre el eje X es igual a 1, el histograma es idéntico a una
grafica de frecuencia relativa. Una regla sencilla que se presenta a los estudiantes
en un curso de estadistica es que utilicen intervalos de ancho igual y que utilicen
la regla de Sturges [12] para determinar el nimero de barras. Pero realmente
no hay un "mejor”niimero de clases y muy probablemente diferente logitud de
intervalos pueden revelar detalles ocultos de los datos.

Problemas como el nimero de barras, limites de clases y demads, han impulsado
la busqueda de alternativas més simples. Algunos tedricos han intentado de-
terminar un nimero éptimo de clases, pero estos métodos generalmente hacen
suposiciones muy fuertes acerca de la forma de la distribucion. Normalmente
se experimenta tanto con el niimero de clases como con el ancho de éstas para
detectar algtin comportamiento oculto en los datos.

El niimero de clases k£ puede calcularse directamente o de un ancho de clase
h sugerido:

k- [Max(data) ; Min(data)"

donde los corchetes indican la funcién ceiling; es decir, el menor entero mayor o
igual que el argumento.

Formula de Scott:
_3,5s

T pl/3

donde s es la desviacién estandar muestral. Los histogramas de Excel estan to-
dos basados en k = \/n.

Se utiliza la férmula de Scott para distribuciones normales basadas en el es-
timador del error estandar.

Formula de Freedman-Diaconi:

IQR(X)
h=2—= 75—
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Basada en el rango intercuartil, IQR, a menos que éste sea igual a 0, en cuyo
caso devuelve la desviaciéon mediana absoluta.

Férmula de Sturges:
k = [logan + 1]

La cual basa los tamanos de las clases en el rango de los datos, pero se comporta
muy pobre si n < 30.

En cuanto a la estimacién de la densidad, varios autores han dado estimadores
importantes con base en desarrollos tedricos, entre ellos, Van Ryzin [16], Kim
and Van Ryzin [6], Scott [9], Freedman and Diaconis [?]alias3), Kogure [7],
Taylor [13]. Scott [9] mostré el histograma promediado como un estimador de
densidad.

2. Histograma basado en deciles

2.1. Cuantiles muestrales [10]

Si definimos para una funcién de distribucion univariada F,y para 0 < p < 1,
la cantidad

F~(p) =inf{z: F(z) > p}

el p-ésimo cuantil de F, denotado &, (es decir, &, = F~1(p)), entonces F y la
funcién no decreciente continua por la izquierda F~1(¢),0 < t < 1, (llamada la
funcién inversa de F'), cumplen las siguientes propiedades:

v i) F7Y(F(z)) <x,—0 <x < 00,y
= (i))F(F~'(t)) > t,0 <t < 1. Luego
» (i4i)F(x) >t si y solamente si z > F~1(t)

Noétese que &, satisface

F(&p_) <p< F(fp)

Definicion 1. El p-ésimo cuantil muestral estd definido como el p-ésimo
cuantil de la funcién de distribucién muestral F,,, es decir, como F,, !(p). con-
siderando que el p-ésimo cuantil muestral es un estimador de £,, denotamos éste

por &pn, 0 & cuando no hay lugar a ambiguedades.
La probabilidad

P (S'lep{mZn}|épm —&l > 6)

converge a 0 a una tasa exponencial, mas especificamente,

P (|£pn - §p| > 6) < 2672”63
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para todo ny 6. = min{F (&, +¢) —p,p— F(&§ —€)}.

Teorema 1. Sea 0 < p < 1. Supéngase que F' es continua en &p,.
(i) si existe la derivada por la izquierda de F' en §,, y es positiva, es decir,
F' (&,—) > 0, entonces para t < 0,

. n}/2(éfn _’gp) o
ot ([pu PN (&) t) -t

(ii) Si existe la derivada de F' por la derecha en &, y si ésta es positiva, es decir,
F'(£,+) > 0, entonces para t > 0,

HmP( ”m@W_Q))ggzém.

n—oe \ [p(1 = p)'"/2/F' (&p+
(iii) En todo caso,

tim P (n'/2(6yn — &) <0) = B(0) = |

n—oo

Corolario 1. Sea 0 < p < 1. Si F es diferenciable en &, y F (&p) > 0, entonces,

Corolario 2. Sea 0 < p < 1. Si F tiene como densidad a f en una
vecindad de ¢,, y f es positiva y continua en ¢,, entonces

2 pﬂ—@)
b (& e,

Los corolarios 1 y 2 muestran que ép es asimptdéticamente normal, es
decir, que ¢, converge en distribucién a N(0,1):

n

f(gp) p(l 7p)

(épn - gp) ~ AN((L 1)

En realidad, se cumple

sup-ctane [P [160 [ (60— &) <1] = 00| =007

cuando n — oo.

Note que si F tiene una densidad f, entonces, la distribucién G,, de
&pn también tiene una densidad g, () = G,,(t) que cumple:

Gn(t) = P(ép'rb < t) = P(Fn(t) > p) = P(nFn(t) > np)
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=m
donde
np si np es un entero,
m =
[np] +1 si np no es un entero
Asi

n—1

ga(t) = n( ) F@™ L= O™ £(1)

m—1

la cual es otra manera de ver la normalidad asintética de épn. La
densidad de la variable n'/2(¢,, — ¢,) es

ho (1) = 0~ 2ga (& + tn”1/?)
que cumple:
1im b (1) = $(tf(&) [p(1 - p))~"/? , para cada t
esto es, h,(t) converge a la densidad N(0,p(1 —p)/f?(&,))

2.2. Caso multivariado [10]

Bajo condiciones de suavidad de F' en las vecindades de los pun-
tos &,,,&p,, 1 &prs €l vector de cuantiles muestrales (£,,,6p,, ,&p0)s
es asintoticamente normal:

Teorema 2. Sea 0 < p; < py < --- < pi < 1. Supéngase que F tiene

una densidad f en una vecindad de &, ,&,,, -+ ,&,, ¥y que [ es positiva
y continua en ¢, ,&,,, - ,&p, .- Entonces (&,,,&p,, - ,&p,) es asintética-
mente normal con vector de medias (§,,,&,, - ,&,) Yy covarianzas

oi;j/n, donde
oo — pi(1—pj)
N f(gpz)f(fm)

para : < j, y 0;; = 0j;, para i > j.

Nétese que, aunque conocemos la convergencia asintética de (§,,,&p,, -, &py)
(para n — oo) para k finita sin importar su magnitud, no se puede de-

cir lo mismo acerca de la convergencia de (§,,,&p,, - ,§p,) Para k — oo,

en cambio si podemos afirmar que si {p;}rcz es una sucesién no de-
creciente con 0 < p; < 1 para todo k y:

Ii =1
dim o =1,

la distribucién de &, es sintéticamente normal.



VII Coloquio Regional de Estadistica

XII Seminario de Estadistica Aplicada IASI

IIT Escuela de Verano CEAES

Universidad Nacional de Colombia, Sede Medellin

3. El histograma modificado

Freedman, Pizani y Purves [2], presentan un extenso capitulo rel-

ativo a histogramas con longitudes diferentes y sus interpretaciones.
No dan recomendaciones acerca de la forma como escogen los limites
de las clases.
Si tomamos los limites de clase de tal manera que éstos se corre-
spondan con algunos percentiles predeterminados, producimos un his-
tograma con intervalos de clase desiguales y las barras corresponden a
un porcentaje especifico de datos de la muestra. El histograma modi-
ficado es realizado a partir de los deciles calculados, (50,1,5072, .. ,50,9),
ya vimos ép es el estimador de ¢,, y P(X <¢,) = p. La gran ventaja de
este nuevo histograma es que el niimero de clases es el mismo siempre
y su interpretacién es bastante facil para el usuario.

Ya vimos que los cuantiles muestrales son fuertemente consistentes
para la estimacién de los cuantiles poblacionales [10]; esto quiere de-
cir que a medida que la muestra aumenta de tamano, obtenemos
un histograma que sera mas cercano al histograma obtenido de los
verdaderos deciles; el nombre de este histograma es histograma decil
o decilgrama. Recuérdese también la multinormalidad asintética de
(5071,5072, e ,5079), bajo ciertas condiciones de suavidad.

4. Ejemplo

Para ilustrar el uso y las bondades del histograma basado en
deciles, hemos realizado los histogramas basados en las férmulas de
Scott, Freedman-Diaconis y Sturges tomando como datos los de la
Media Maratén de Medellin 2009. Una de las caracteristicas mas
importantes de los datos que arroja esta competencia es que los par-
ticipantes forman grupos bien definidos. Esto produce distribuciones
en su mayoria multimodales.
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a). Scott’s Formula b). Diaconis’ Formula
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Fig. 1. Histograma de los datos de la Media Meratén de Medellin
2009, Férmula de Scott y Férmula FD

En la Figura 1 se observa la diferencia entre el nimero de clases.
El histograma de Freedman-Diaconis tiene mayor nimero de clases;
en ambos el namero de datos debe ser relativamente grande y to-
davia mas grande si se considera la convergencia multivariada de los
estimadores conjuntamente tomados.

a). Sturges’ Formula b). Decil-gram
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Fig. 2. Histograma de los datos de la Media Meratén de Medellin
2009, Férmula de Sturges vs Deciles

En la figura 2 se pueden notar varias caracteristicas. Por ejemplo,
el histograma basado en la férmula de Sturges es muy similar al del
histograma basado en la férmula de Scott. No obstante, en éste y en
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los otros no se tiene conocimiento del nimero de datos que caen en
cada una de las barras o clases; esta informacién si se conoce en el
histograma basado en deciles, pues, se sabe que el 10 % de los datos
estan en la barra correspondiente. Este histograma puede extenderse
a un histograma percentil o incluso mas, haciendo una particion mas
fina del intervalo (0, 1). En todos estos casos, se sabe cudntos elementos
de los datos caen en cada barra. Por supuesto, entre mas divisiones
se le hagan al intervalo (0, 1), mas datos serdn necesarios.

5. Conclusiones

El histograma decil tiene ciertas ventajas sobre los histogramas
mas comunmente utilizados; se destaca que el observador tiene algiun
control sobre los datos en la medida que sabe cuantos puntos estan
en cada barra; la longitud de las clases no necesariamente es la mis-
ma y conoce la distribucién(asintética) de los deciles, percentiles y
fracciones de éstos; conoce, ademas, su distribuciéon conjunta.

La convergencia asintética puede asegurarse para un numero k fijo
de percentiles y su distribucién conjunta; sin embargo, ésto mismo
no puede afirmarse para vectores de fracciones de percentiles con di-
mension infinita, incluso bajo el supuesto de que el tamano muestral
tiende a infinito a una tasa mayor que la longitud del vector.
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