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Resumen
El propésito de este trabajo es mostrar las ventajas que conlleva aplicar varios
métodos de estimacién robusta en la estimacion de la matriz de covarianzas
como parte del proceso de conformacién de portafolios 6ptimos de inversion.
Se analizaron varios portafolios 6ptimos tangentes, con la restriccién de ven-
ta a corto, utilizando datos histéricos de varios fondos de fiducia del mercado
colombiano. La matriz de covarianzas de los rendimientos de estos fondos se es-
tim6 con varios métodos robustos y de encogimiento, tipo Stein. En el analisis de
los rendimientos del portafolio éptimo la estimacién se realizé de manera recur-
siva, similar a la estimacién de la volatilidad en modelos GARCH, con el fin de
incluir el efecto de heterocedasticidad. Se concluye que utilizar métodos robustos
reduce significativamente la volatilidad del portafolio tangente frente a los méto-
dos tipo Stein y al estimador muestral, y, ademas, las fronteras obtenidas con los
métodos robustos presentan una menor concavidad lo que conlleva a plantear los
portafolios de fiducias como vehiculos de inversién adecuados para por ejemp-
lo, la financiacién de pensiones. Adicionalmente, la serie de los rendimientos del
portafolio tangente presenta una dinamica con saltos, similar a la de los modelos
de difusién con saltos. Los métodos de estimacion y los cédlculos se efectuaron

en R utilizando las librerias para estimacion robusta.
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1. Introduccion

La solucién de Markowitz, [3, 6] al problema de optimizacién de un portafolio
de inversiones es una de las herramientas basicas de finanzas cuantitativas. La
férmula de la solucién es analitica pero con frecuencia produce soluciones con
pesos negativos. Cuando se restringe la soluciéon a pesos no negativos, es decir,
cuando se restringe la venta a corto, se trata de un problema de programacién
cuadratica en el cual los elementos basicos son el vector estimado de rendimien-
tos medios y la matriz estimada de varianzas y covarianzas de los rendimientos.
Aunque se sabe que la restriccién de venta a corto, que tiene una interpretacion
financiera, en la parte numérica conduce a reducir el efecto en la solucién de
algunas de las entradas de la matriz de covarianzas con mayores valores, los
datos extremos de los rendimientos todavia pueden afectar significativamente la
solucién por el efecto que tienen en el estimador muestral de la matriz de co-
varianzas. Esto es particularmente evidente en el casos de los fondos de fiducia
en los cuales los rendimientos presentan picos extremos positivos y negativos,
debidos a liquidaciones de posiciones en el portafolio en momentos favorables o
desfavorables. Por otra parte, es interesante examinar un portafolio de fondos
de fiducia que viene a ser un portafolio de portafolios, o un fondo de fondos.
Es factible que sea dificil obtener suficiente diversificacién entre portafolios de
fiducia ya que posiblemente invierten en los mismos activos y pueden tener es-
trategias de administraciéon y volumen muy similares, lo cual podria conducir
a rendimientos similares, planteando la posibilidad de matrices de covarianzas
mal condicionadas. Sin embargo, examinar un portafolio de fiducia como un
vehiculo de inversién, ignorando por el momento los costos operativos ( el cua-
tro por mil, por ejemplo), puede resultar interesante ya que si existen beneficios
de la diversificacién que pueden mejorarse mediante una estimacién robusta
y/o encogida para reducir la volatilidad, esto es mds importante que buscar una

maximizacién de los rendimientos. Porque se tendria un vehiculo con el cual
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financiar pensiones a largo plazo, ya que el fondo tendria rendimientos estables.
La falta de estabilidad en los pesos de los portafolios que se calculan con la ma-
triz de covarianzas muestral es otro argumento a favor de estimadores alternos
ya que se sabe que tales portafolios tienen desempeno deficiente por fuera del
periodo en el que se estimaron el vector de rendimientos medios y la matriz
de covarianzas. Actualmente hay mucho interés en disenar fondos con garantias
minimas de rendimientos a partir de inversiones con riesgo, y el resultado de
este trabajo muestra que un portafolio con fiducia puede se parte de este tipo
de alternativas.

Es Pantaleo et. al (2010),[7], se realizé un trabajo similar a éste pero utilizando
datos de acciones del New York Mercantile Exchange y con la estimacion de la
matriz de covarianzas mediante métodos de encogimiento tipo Stein de Ledoit y
Wolf (2007), [5], y métodos basados en la teorfa de matrices aleatorias. Hay de-
sarrollos similares en Welsh y Zhout(2007), [12], y en DeMiguel y Nogales(2006),
[1] y en las referencias de estos articulos.

Los calculos en este trabajo se realizaron con el lenguaje R, utilizando varias
librerfas. La optimizaciéon de portafolios se realizé con la libreria fPortfolio de
RMetrics, [13], asi mismo, esta librerfa tiene las funciones de estimacién robusta
y encogida (Stein). También la libreria MASS implementa los métodos med y
mve de Rousseeuw y Leroy, [8, 9] y covt de Venables y Ripley, [11]. En la libreria
tawny de R estd implementada una funciéon que calcula portafolios 6ptimos con
base en estimacién de la matriz de covarianzas aplicando encogimiento y teoria
de matrices aleatorias, pero no es muy clara, a nuestro juicio, en el tipo de
portafolio que calcula por defecto.

El articulo esta organizado de la manera siguiente. En la seccién 1 se introduce
el problema de la optimizacién de un portafolio de inversiones con restriccién de
venta a corto, se introduce el portafolio tangente y se plante la dependencia de
la solucién del problema de programacién cuadratica del vector de rendimientos

medios muestral y de la matriz de covarianzas muestral. En la seccion 2 se
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introducen los estimadores robustos utilizados en este trabajo. En la seccion
3 se introducen los estimadores de encogimiento (shrinked) tipo Stein. En la
seccion 4 se describe el procedimiento de andlisis realizado. En la seccion 5 se

presentan los resultados y en la seccién 6 se concluye.

2. Planteamiento del Problema

Un inversionista (averso al riesgo) tiene la posibilidad de invertir hoy en el mer-
cado colombiano en al menos 15 fondos de fiducia. Un fondo de fiducia es un
portafolio que ofrece rendimientos diarios con un nivel de riesgo mucho menor
que un fondo con inversion en acciones. El bajo nivel de riesgo de estos fon-
dos se debe a que son inversiones a la vista, por lo que son muy liquidos. La
fiducia tiene varias funciones, entre ellas servir como depdsito temporal de exce-
dentes de liquidez de las empresas y también la administracion de reservas de
pensiones. El objetivo de este trabajo es estimar un portafolio 6ptimo combi-
nando inversiones en diferentes fondos de fiducia, es decir, un fondo de fondos,
utilizando estimadores robustos y de encogimiento tipo Stein. Y comprobar si es-
tos estimadores calculan una volatilidad menor para este portafolio 6ptimo, con
relacién a la que se obtiene con los estimadores muestrales ordinarios. Ademés
interesa examinar los rendimientos de este portafolio.

El rendimiento diario del fondo i-ésimo se define como r;(t) = InU;(t) —In U; (t —
1), t = 1,2,..., donde U;(t) es el valor de la unidad del fondo al final del
dia t, i = 1,...,15. En ¢t — 1 cada r;(t) es una variable aleatoria. El vec-
tor r(t) = (r1(t),...,r15(t)) es un vector aleatorio con matriz de covarianza
dada por X(t) = [Cov(r;(t),r;(t))] ¥ vector de rendimientos medios u(t) =
(E(ri(t),..., E(ri5(t))) = (u1,...,u15)".

Un portafolio es un vector de porcentajes w = (wy,...,wys), donde w; es el
porcentaje a invertir en el fondo No i, con 0 < w; < 1, leil w; = 1. Un

portafolio w éptimo se determina al inicio del perfodo [t — 1, ], como la solucién
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del problema de programacién cuadratica:

Min , W'Y (t)w (1)
sujeto a: w'p(t) = pp(t)
wl=1

Wy > 07 Vi.

En la implementacién de la solucién de (1) se deben utilizar estimadores u(t) y
f](t), con base en informacién histérica hasta t. Al reemplazar los pardmetros
poblacionales por sus correspondientes estimadores, la solucién de (1) es un
estadistico W(t) que depende de p,(t) y $(t). El valor tp(t) se denomina la

meta de rendimiento para el portafolio, y es un valor
pp(t) € [min w;(t), max w;(¢), i =1,...,15].

La volatilidad del portafolio solucién & () se calcula como oy (t) = \/&'S(8)@.
Cuando se grafican los puntos (o, (t), ip(t)) para p,(t) € [min o;(t), max @;(t)],
se genera una curva de forma hiperbélica en el plano (o4 (t), u,(t)), que se de-
nomina la frontera de portafolios 6ptimos. En las Figuras 3, 4, pag. 13 se mues-
tran varias fronteras. El portafolio que corresponde al vértice se denomina el
portafolio de minima varianza, @,,(t), cumple o, (t) = Min{a,(t) | p,(t) €
[min ;(t), max w;(t)]}. Para el caso de portafolios de fiducia se cumple la re-
striccién @y, (t)'a(t) > 0 ya que el promedio de los rendimientos, con base en la
informacion hasta t, puede suponerse positivo. Pueden existir dias de rendimien-
tos negativos como se aprecia en la Figura 2, pero el promedio es positivo.

El cociente w'Ti(t)//w'S(t)w, para w cualquiera, se denomina el indice de Sharpe
con tasa libre de riesgo cero. El portafolio que maximiza el indice de Sharpe se
denomina el portafolio tangente, @, (t) = ArgMaz{ w| W'G(t)/\/w'S(t)w}.

La porcién de la frontera éptima tal que p,(t) > @, (t)'u(t) se denomina la

frontera eficiente, y los portafolios en esta frontera se denominan portafolios
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eficientes. Los portafolios tangente y de minima varianza son ambos eficientes. El
teorema de dos fondos ([6], pag. 163) establece que cualquier portafolio eficiente
se puede duplicar, en términos de media y varianza, como la combinacién de
dos cualesquiera eficientes. En particular, cualquier portafolio eficiente se puede
expresar como una combinacion lineal @(t) = ¢10,, (t)+cai- (t) con la restriccién
W(t)u(t) < maz(u;(t)). En este trabajo se calcula el portafolio tangente @, (t)
con base en estimadores robustos y de encogimiento de f](t) y se determina cudl

método conduce a un menor valor de la volatilidad o, (¢).

3. Estimadores Robustos de la Matriz de Co-
varianzas

No se definird el concepto de estimador robusto, para esto remitimos a [4].
Solamente mencionamos que las matrices de covarianza y correlaciéon son muy
sensibles a datos extremos, y en presencia de éstos las varianzas tienden a inflarse
y las correlaciones tienden a los valores limites. Los estimadores robustos tienen
como objetivo disminuir estos efectos. Primero se examinan los estimadores

robustos de la matriz de covarianza. Los utilizados en este estudio son:

1. MCD Matriz de Covarianza de Determinante Minimo
2. MVE Estimador de Elipsoide de Volumen Minimo
3. OGK Estimador Ortogonalizado de Gnanadesikan-Kettenring

4. Covt Estimador con base en la matriz de covarianzas de una distribucién

t multivariada

Segun Venables y Ripley(2002), [11], pag. 337, si hay n observaciones y p vari-
ables, el estimador MVE se calcula a partir de la bisqueda de las h = (n + p

+ 1)/2 observaciones determinadas por el elipsoide de minimo volumen. Y el
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MCD se determina a partir de las h observaciones cuya matriz de covarianzas
tenga el menor determinante. En cada caso el estimador de localizacion es el
promedio de estas h observaciones y el estimador de la matriz de covarianzas es
la correspondiente matriz de covarianzas.

La matriz de covarianzas obtenida en cada caso se multiplica por un factor de
consistencia y otro factor de correccién de sesgo para muestras finitas, para que
el estimador sea consistente con el modelo normal y sea insesgado para muestra
pequenias. Adicionalmente, se refina seleccionando aquellos puntos cuya distan-
cia Mahalanobis a la media inicial, usando la matriz de covarianzas obtenida
no sea demasiado grande, y recalculando la media y la matriz de covarianzas.
Sin embargo, Venables y Ripley (2002) observan, en la pag. 337: “MCD is to
be preferred for its higher statistical efficiency”. En R los estimadores MCD y
MVE estan implementados en la libreria MASS, con la funcién cov.rob.

El estimador de Covarianza con base en una t multivariada estima la matriz de
covarianzas asumiendo que los datos tienen una distribucion t multivariada, con
lo cual, segin Venables and Ripley (2002),[11], pag. 337, se provee algin grado
de robustez a los datos extremos. Esta implementado en la libreria MASS en la
funcién cov.trob. En la Figura 1 del pag. 8 se puede apreciar un diagrama de
dispersién de los rendimientos de las fiducias de Previsora (eje x) y Bogotd (eje
y) durante el periodo de tiempo de 2000 a 2009.

En el estimador Ortogonalizado de Gnanadesikan-Kettenring, introducido en
[2], la idea para estimar la covarianza entre dos variables Y; y Y3 se basa en la

identidad:

01,2 = CO’U(Yl, YQ) = (1/4)(VCIT(Y1 + Y2) - V(J,T(Yl - }/2))
Un estimador robusto de o1 2, s7 5 se puede obtener de
S1,2 = 1(51 - 53),

donde s7 y s3 son dos estimadores robustos de Var(Y; + Y2) y Var(Y; — Y3),

por ejemplo, las varianzas muestrales de muestras de las que se recorta una
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Figura 1: Diagrama de Dispersién de rendimientos de dos fiducias

proporcién « de los datos mas extremos. En R el estimador esta implementado

en la libreria fAssets, en la funcién assetsMeanCov.

4. Estimadores de Encogimiento (Shrinked) para
la matriz de Covarianzas

Los estimadores de encogimiento 6 estimadores de Stein se utilizan en el caso
de la matriz de covarianzas estar mal condicionada. Es conveniente recordar
algunos conceptos relacionados.

Una matriz simétrica A, con valores propios A;, es definida positiva si Vi, A; > 0.

El nimero condicional de una matriz A se define como x(A) = ||A][|]A7Y]],
donde [|.|| es la norma de Frobenius, que cumple para el caso de A simétrica
[A[[? =377 370 A7, =377 A7 En este caso de simetria se cumple £(A) =

Amaz/Amin. Una matriz mal condicionada tiene un ntimero condicional muy
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Figura 2: Series de Tiempo de los Rendimientos Diarios de cuatro Fiducias

grande, y es casi singular.

Si la matriz de covarianzas estimada fl(t) estda mal condicionada, el portafolio
6ptimo & puede afectarse por errores de muestreo en la estimacion de (£) y @(t).
En el caso de ser i(t) mal condicionada una alternativa consiste en reemplazarla

por un estimador de encogimiento, definido como

S(t) = AG + (1 = A)E(1). (2)

La matriz G se toma como un estimador alterno de X(¢), definida positiva. Hay
varios tipos de estimadores de encogimiento, dependiendo de cémo se escoge la
matriz G. Por ejemplo, si es la matriz diagonal se produce un estimador utilizado
en la regresiéon de borde. Otra alternativa, introducida por Ledoit y Wolf, [5]
en el contexto de optimizacion de portafolios, es utilizar la teoria CAPM con
los betas de cada accion, 3;, y la volatilidad del indice bursatil, oy, para definir
G;; = fifjor. Otra opcién, propuesta por [10], consiste en tomar como G

el promedio de matrices de covarianza muestrales. El pardmetro “intensidad de
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encogimiento” A se determina minimizando L(A) = [|AG+(1—\)E(t)—2(t)]|. Un
estimador insesgado de A estd en [10]. El cdlculo del estimador de encogimiento
estd implementado en las librerias de R tawny y corpcor, en la funcién del
mismo nombre cov.shrink. El método escogido en la libreria corpcor consiste
en tres pasos: calcula primero unas versiones encogidas de las varianzas, luego
una versién encogida de las correlaciones, con encogimiento hacia la matriz
identidad, y luego con estas dos produce una versién encogida de las covarianzas.
Esta versién es la utilizada en este estudio.

Como se mencioné en la Introduccion, los fondos de fiducia posiblemente in-
vierten en los mismos activos y pueden tener estrategias de administracion y
volumen muy similares, lo cual podria conducir a rendimientos similares, plante-
ando la posibilidad de matrices de covarianzas mal condicionadas. Esta hipdtesis

es la que motivo la aplicacion de este tipo de estimadores.

5. Procedimiento de Analisis y Resultados

A continuacion se describe el procedimientos de andlisis utilizado en este es-
tudio. Se proponen seis métodos de estimacion de la matriz de covarianzas:
em (estimador muestral), ogk, mve, mcd, shrink y trob, cuatro robustos y uno
de encogimiento (shrink). Los fondos analizados fueron 15: bbva, santander,
colmena, previsora, alianza, popular, cafetera, valle, occidente, bogota, helm,
colpatria, fiducolombia, fiduagraria, petrolera. Los datos comprenden el periodo
01/01/2001 - 31/03/2009. Los datos se obtuvieron en la pagina web de la Super
Intendencia Financiera de Colombia (1).

Se realizaron dos andlisis: 1) de las fronteras de portafolios éptimos segin los
seis métodos de estimacién de la matriz de covarianzas X(t) y 2) de las series de

tiempo de los portafolios tangentes obtenidos con los seis métodos de estimacién.

Thttp:/ /www.superfinanciera.gov.co/Cifras/financiera/ef/sf/
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5.1. Estimacion de las Fronteras de Portafolios Optimos

Se calculé una matriz de tasas efectivas diarias para los 15 fondos analizados.
[ri(®)],i=1,...,15,t=1,2,...,T, con T = 3378 ntimero de dias hébiles entre
01/01/2000 y 31/03/2009.

Se realizaron dos estimaciones: una con los 3378 dias y otra con los ultimos 91
dias, con el fin de analizar la estabilidad de los portafolios. Con cada una de

estas dos muestras se estimaron 100 metas de rendimiento
up(j) € [min u;, max 4;,¢=1,...,15],5 =1,...,100.

Con cada meta u,(j) se calculé el portafolio solucién de (1), &;, y su volatilidad
0, usando cada uno de los seis estimadores de la matriz de covarianza. En total,
se estimaron seis fronteras de 100 portafolios cada una, con dos grupos de datos.

En cada frontera se estimé el portafolio de minima varianza:

Gm = ArgMin{ ©; | \/&S&;,i=1,...,100} (3)
J

O, = ArgMaz{®; | ——,i=1,...,100} (4)
YA

donde u es el vector de rendimientos medios de los 15 fondos utilizando la
informacion hasta t, 3378 y 91 datos, respectivamente. En el Cuadro 1 siguiente
se presentan los resultados del rendimiento medio y la volatilidad de los seis

portafolios tangentes, W’ u, 1/&. 3w, , para los seis métodos de estimacién de X.

periodo EM OGK MCD MVE t.rob Shrink

rendimiento ultimo trim &8.83 8.80 8.99 896  8.93 9.07
volatilidad  ultimo trim 1.18 1.01 0.84 0.78 0.75 1.54

rendimiento completo  8.46 8.41 8.39 8.37  8.37 8.46
volatilidad completo  2.57 2.45 2.37 2.10  1.99 2.62

Cuadro 1: Rendimiento medio y volatilidad de los Fondos Tangentes
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Al examinar la Tabla 1 concluimos que el método con base en la matriz de
covarianzas de una t multivariada realiza un buen trabajo de estimacién, su-
perando al estimador muestral y a los demas estimadores, aunque el estimador
mve estd muy cerca. Los resultados del estimador mve lo hacen preferible al
mced, en oposicién a la afirmacién de Venables y Ripley (2002), pag. 337: “MCD
is to be preferred for its higher statistical efficiency”. Las figuras (3) y (4) mues-
tran las fronteras 6ptimas estimadas y la posicion de los portafolios eficientes
tangente y de minima varianza. Observamos adicionalmente que la concavidad
de la frontera correspondiente al método de encogimiento, en ambos casos es
menor 6 igual que las demas (?) lo cual, con el teorema de dos fondos permitirfa
disenar portafolios de mayor rendimiento, por ejemplo entre 10% y 10.5% en
el primer trimestre de 2009. Una conclusién adicional es que dado que el esti-
mador de encogimiento no produce una reducciéon apreciable de la volatilidad, y
su frontera estd mas cercana a la frontera del estimador muestral, entonces las
matrices de covarianza muestrales no deben presentar mala condiciéon numérica,
y la hipétesis acerca de que la similitud que pueden tener los fondos en cuanto
al tipo de activos y estrategias de administracion puede generar matrices mal

condicionadas no es cierta.

5.2. Analisis de los rendimientos de los portafolios tan-

gentes

El andlisis en esta secciéon se reduce a la presentacién de las series de los
rendimientos diarios de los portafolios tangentes, calculados utilizando los seis
métodos de estimacion de la matriz de covarianzas. Para el portafolio tangente
W, (t) se determina su rendimiento al final del dia ¢ como r,(t) = &-(t)'r(t),
donde r(t) = (ri(t),...,15)". La estrategia de cdlculo consistié en recalcular

Wr(t) cada 91 dias (trimestre), durante 37 trimestres. Es decir, rebalancear el

2]a segunda derivada de sigma con respecto a u tiene valor menor en cada punto del dominio

que las derivadas en los otros casos
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Figura 5: Series de rendimientos diarios de seis fondos tangentes

portafolio trimestralmente. Al final de cada trimestre se estimé la matriz de co-
varianzas de manera recursiva utilizando la matriz del trimestre inmediatamente
anterior, con el fin de capturar el efecto de heterocedasticidad garch que exista
en las varianzas y covarianzas. Es decir se calculd ik = aik,l + (1= a)ik,
donde 3, es un estimador para el trimestre que concluye con base en uno de los
seis métodos. En este estrategia o = 0,04, que es la recomendacién de RiskMet-
rics para los estimadores EWMA de la varianza. El rendimiento del portafolio
asi calculado, 7,(t) se calcula con los 7(¢) del trimestre inmediatamente sigu-
iente. Porque en el célculo de los pesos w interviene la informacién histérica
hasta t, pero en el cdlculo del rendimiento intervienen los rendimientos causa-
dos de los fondos. Las graficas de los rendimientos estimados de seis portafolios
tangentes se pueden ver en la Figura 5. Un andlisis mas detallado de las series
esta fuera de los objetivos de este trabajo, aunque resulta evidente que las se-
ries tienen inestabilidad estructural. Segun el andlisis de la primera parte, la

serie correspondiente al método “trob” es la que muestra resultados 6ptimos en
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cuanto a volatilidad.

6.

Conclusiones

. A partir de este estudio se puede concluir que hay una ventaja evidente al

utilizar estimadores robustos para la covarianza en la solucién del prob-
lema de programacién cuadratica (1). El efecto de su aplicacién es una
reducciéon evidente de la volatilidad y fronteras eficientes con menor con-

cavidad.

Como se menciond en la Introduccién, los fondos de fiducia posiblemente
invierten en los mismos activos y pueden tener estrategias de adminis-
tracién y volumen muy similares, lo cual podria conducir a rendimien-
tos similares, planteando la posibilidad de matrices de covarianzas mal
condicionadas. Esta hipotesis no resulté cierta ya que el estimador de
encogimiento no presenté una mejora significativa de la volatilidad del

portafolio tangente con respecto a los demés métodos.

Los rendimientos del portafolio tangente muestran una dindmica con in-
estabilidad estructural, con posibilidad de tener una componente de saltos.
Es posible que a pesar de la inestabilidad estructural sea posible plantear
un modelo que aproxime con una serie estacionaria los rendimientos del
portafolio tangente y permita calcular valores presente de pagos de pen-

siones.

. Una conclusiéon con respecto a la ensenanza de la teoria de portafolios.

A nuestro juicio, el uso generalizado e incuestionado de Excel como her-
ramienta exclusiva para célculo de los pesos de los portafolios 6ptimos
impide que se tenga conciencia de los errores en la estimacién y las con-
secuencias que se pueden derivar de portafolios ineficientes. Ademés, la

capacidad limitada de Excel en programacién avanzada de métodos es-
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tadisticos, por ejemplo, la estimacion robusta, de tipo Stein, etc. genera
poco interés en los usuarios por utilizar técnicas estadisticas que pueden

mejorar significativamente los resultados.
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